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　次の不定積分を証明せよ。
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次は、半角公式の手法を利用した計算です。
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 末尾に示したように、不定積分にはさまざまな表現があります。
(2) 最初は合成関数積分の手法を利用した計算です。
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 次に、置換積分の手法を利用します。
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2.4　三角関数の積分のまとめ

本節では、三角関数の乗数ごとの不定積分を紹介します。

●三角関数の１乗の不定積分
まずは、1乗の不定積分を示します。
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これらの中で、sin -1x、cos-1xの積分を下に示します。他の不定積分の計算はすで
に示しました。

《基本例題2.4.1》（sin-1x、cos-1xの不定積分）
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 解題

sin -1xの不定積分を得るには、置換積分・合成関数積分の手法を利用するか、半
角公式を利用するか、2つの方法があります。

 解法  
(1) まず、合成関数積分の手法を利用します。
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 次に、置換積分の手法を利用します。
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2.4《基本例題2.4.2》（三角関数の２乗の不定積分）
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　次の不定積分を証明せよ。

（1）       　 　（4）
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 解題

sin2xや cos2xの不定積分には半角公式を利用しますが、他は置換積分か合成関数
積分の手法を利用します。

 解法  
(1)(2)  これらは半角公式を利用して1乗化して計算します。
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　次の不定積分を証明せよ。

（1）       　 　（4）

（2）       　 　（5）

（3）       　 　（6）

(3)  これはなかなか面倒です。
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　次の不定積分を証明せよ。

（1）       　 　（4）

（2）       　 　（5）

（3）       　 　（6）

(4)(5)  いずれもtanθをからめて計算します。
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　次の不定積分を証明せよ。

（1）       　 　（4）

（2）       　 　（5）

（3）       　 　（6）

(6) tan2θと同様に計算します。
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 本問に、半角公式を適用しても、積分は簡単にはなりません。

●三角関数の2乗・3乗や積の積分
三角関数の 2乗・3乗や積を積分するにも２つの考え方があります。

○ 2乗は半角公式、3乗は3倍角公式、積は積和公式を利用して「１乗化」します。
○  f(sin θ)cosθやf(cosθ)sin θの形に変形できるものは容易に積分できます。
これらのテクニックを次にまとめました。
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２乗の１乗化
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　次の不定積分を証明せよ。
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(2) cos3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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 ３倍角の公式を利用しても積分できます。

　次の不定積分を証明せよ。
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(3) tan3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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(4) sin-3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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　次の不定積分を証明せよ。

（1）       　 　（4）

（2）       　 　（5）

（3）       　 　（6）

《基本例題2.4.3》（三角関数の3乗の不定積分）

　次の不定積分を証明せよ。
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 解題

三角関数の 3乗の不定積分は、置換積分を利用するか、３倍角の公式を利用して
１乗化してから積分します。

 解法  
(1) sin3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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 ３倍角の公式を利用しても積分できます。
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2.4(2) cosxの積は２つのcos関数の和に変形してから積分します。

　次の不定積分を求めよ

(1)       (2) sin 2 cosx xdxò cos3 cosx xdxò

［解題］

　「積分の達人」の場合は難なく積和変換できるのでしょうが、そうではない方のた

めに、確実な計算方法を補足で示します。

［解法］

［補足］

　スラスラ積和変換できればそれでよいのですが、あやふやなままで公式を適用して

間違って大ヤケドするよりは、確実な方法を選びましょう。それは加法定理から始め

て積和変換することです。同種関数の積には cos の加法定理、異種関数の積には sin

の加法定理を利用します。
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●三角関数の４乗の積分
4乗以上の積分は、半角公式の繰り返しや置換積分を利用します。次項のウォリスの
積分公式も役に立ちます。

《基本例題2.4.5》（三角関数の4乗の不定積分）
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　次の不定積分を証明せよ。
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 解題

三角関数の４乗の不定積分は、半角公式を繰り返して利用するか、置換積分を利
用します。

 解法  
(1) sin4xは半角公式を繰り返し利用して積分します。
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　次の不定積分を証明せよ。
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(5) cos-3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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(6)  tan-3xは置換積分を利用して積分します。

　次の不定積分を証明せよ。
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《基本例題2.4.4》（三角関数の積の不定積分）

　次の不定積分を求めよ

(1)       (2) sin 2 cosx xdxò cos3 cosx xdxò

［解題］

　「積分の達人」の場合は難なく積和変換できるのでしょうが、そうではない方のた

めに、確実な計算方法を補足で示します。

［解法］

［補足］

　スラスラ積和変換できればそれでよいのですが、あやふやなままで公式を適用して

間違って大ヤケドするよりは、確実な方法を選びましょう。それは加法定理から始め

て積和変換することです。同種関数の積には cos の加法定理、異種関数の積には sin

の加法定理を利用します。
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 解題

三角関数の積の不定積分は、左頁に示した積和変換公式を利用して１乗の三角関
数の和や差に変形してから積分します。

 解法  
(1)  sinxとcosxの積は２つのsin関数の和に変形してから積分します。

　次の不定積分を求めよ

(1)       (2) sin 2 cosx xdxò cos3 cosx xdxò

［解題］

　「積分の達人」の場合は難なく積和変換できるのでしょうが、そうではない方のた

めに、確実な計算方法を補足で示します。

［解法］

［補足］

　スラスラ積和変換できればそれでよいのですが、あやふやなままで公式を適用して

間違って大ヤケドするよりは、確実な方法を選びましょう。それは加法定理から始め

て積和変換することです。同種関数の積には cos の加法定理、異種関数の積には sin

の加法定理を利用します。
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　次の不定積分を証明せよ。
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(5) tan-4xはsin-2nxの積分に帰着して計算します。
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　次の不定積分を証明せよ。
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●三角関数と指数関数の積の積分
三角関数と指数関数の積は、微分しても積分しても、いずれも三角関数と指数関数
の積になります。こういうのを「閉じている集合」といいます。

《基本例題2.4.6》（三角関数と指数関数の積の不定積分）
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 解題

exsin xと excos xは、微分しても積分しても exsin xと excos xの一次結合になります。
こういう場合は部分積分してもいいのですが、微分したものから一次結合を作ると
いう方法もあります。
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　次の不定積分を証明せよ。
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(2) cos4xも半角公式を繰り返し利用して積分します。
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(3) tan4xはcos-2nxの積分に帰着して計算します。
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(4) sin-4xは置換積分します（他にも方法はあります）。
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(5) cos-4xも置換積分します（他にも方法はあります）。
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2.4 微分した結果を組み合わせても計算できます。
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 微分した結果を組み合わせても計算できます。
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